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1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ÷èñëî
a
√

3 + b

b
√

3 + c
� ðàöèîíàëüíîå. Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî
a2 + b2 + c2

a + b + c
� öåëîå.

2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an+1 óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ

1

a1 + 1
+

1

a2 + 1
+ · · · + 1

an+1 + 1
= n.

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

n2a1 + 1
+

1

n2a2 + 1
+ · · · + 1

n2an+1 + 1
> 1.

3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùèì, åñëè â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè öèô-
ðû èäóò â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåâîçðàñòàþùåå
÷èñëî äåëèòñÿ íàöåëî íà 101, òî ÷àñòíîå òîæå ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùèì.

4. Äàíû n øàðîâ S1, S2, . . . , Sn ðàâíîãî ðàäèóñà, ïðè÷åì øàðû Si è Si+1 (1 6 i 6 n)
êàñàþòñÿ â òî÷êå Ai (ìû ñ÷èòàåì Sn+1 = S1). Òî÷êà P ëåæèò âíå âñåõ ýòèõ øàðîâ. Äîêàæèòå,
÷òî ïðîèçâåäåíèå äëèí êàñàòåëüíûõ èç P ê ýòèì øàðàì íå áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ äëèí
îòðåçêîâ PAi.

5. Ñåðåäèíû âûñîò òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò òðåóãîëü-
íèê � ïðÿìîóãîëüíûé.

6. Íàçîâ¼ì ëåñåíêîé êëåò÷àòóþ ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ êëåòîê, ðàñïîëîæåííûõ â
êàêîì-íèáóäü êâàäðàòå ñ îäíîé ñòîðîíû îò åãî äèàãîíàëè. Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü êâàäðàò
ðàçáèòü íà 2007 ëåñåíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íå ìåíåå 120 êëåòîê?

7. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè áåñïîñàäî÷íûìè àâèàëèíèÿìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà çàìêíóòûõ àâèàìàðøðóòà, ñîñòîÿùèõ èç íå÷åòíîãî ÷èñëà ïåðåëå-
òîâ êàæäûé, ïðîõîäÿò õîòÿ áû ÷åðåç äâà îáùèõ ãîðîäà. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãîðîäà ìîæíî
ðàñïðåäåëèòü ïî ÷åòûðåì ôåäåðàëüíûì îêðóãàì òàê, ÷òîáû ëþáàÿ àâèàëèíèÿ ñîåäèíÿëà
ãîðîäà èç äâóõ ðàçëè÷íûõ îêðóãîâ.

8. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2007, íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå n.

9. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû ABD è ACD ïðÿìûå, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ ABM è CDM , ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AB
è CD.

10. Ó Âàñè åñòü 1007 ðóáëåé, è åùå 1000 ðóáëåé ëåæèò â Íàðîäíîì Àçèàòî-Åâðîïåéñêîì
Áàíêå. Ïî ïðàâèëàì áàíêà, Âàñÿ ìîæåò ñäåëàòü çà íåäåëþ îäíó èç òðåõ îïåðàöèé:
(1) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 20 ðóáëåé, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 2 ðóáëÿ;
(2) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 3 ðóáëÿ, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 30 ðóáëåé;
(3) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 2000 ðóáëåé, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 2002
ðóáëÿ.
Áàíê äåíåã â äîëã íå äàåò. Åñëè Âàñÿ íå ìîæåò çàâåðøèòü îïåðàöèþ, îí îáúÿâëÿåòñÿ áàíê-
ðîòîì. Ìîæåò ëè Âàñÿ ïîëîæèòü âñå ñâîè äåíüãè â áàíê?
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1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ÷èñëî
a
√

3 + b

b
√

3 + c
� ðàöèîíàëüíîå. Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî
a2 + b2 + c2

a + b + c
� öåëîå.

2. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
1

a + 1
+

1

b + 1
=

4

3
. Äîêàæèòå

íåðàâåíñòâî
1

4a + 1
+

1

4b + 1
>

2

3
.

3. Ìîãóò ëè öèôðû íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 11, èäòè â ñòðîãî óáûâàþùåì
ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî?

4. Íà ïëîñêîñòè äàíû n êðóãîâ S1, S2, . . . , Sn ðàâíîãî ðàäèóñà, ïðè÷åì êðóãè Si è Si+1

(1 6 i 6 n) êàñàþòñÿ â òî÷êå Ai (ìû ñ÷èòàåì Sn+1 = S1). Òî÷êà P ëåæèò âíå âñåõ ýòèõ
êðóãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äëèí êàñàòåëüíûõ èç P ê ýòèì êðóãàì íå áîëüøå
ïðîèçâåäåíèÿ äëèí îòðåçêîâ PAi.

5. Ñåðåäèíû âûñîò òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò òðåóãîëü-
íèê � ïðÿìîóãîëüíûé.

6. Íàçîâ¼ì ëåñåíêîé êëåò÷àòóþ ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ êëåòîê, ðàñïîëîæåííûõ â
êàêîì-íèáóäü êâàäðàòå ñ îäíîé ñòîðîíû îò åãî äèàãîíàëè. Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü êâàäðàò
ðàçáèòü íà 2007 ëåñåíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íå ìåíåå 3 êëåòîê?

7. Â Öâåòî÷íîì ãîðîäå êàæäûé æèòåëü æèâåò â îòäåëüíîì äîìèêå. Îäíàæäû æèòåëè
ãîðîäà ðåøèëè îáìåíÿòüñÿ ñâîèìè äîìàìè. Ïîñëå âñåõ ïåðååçäîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó íîâûìè äîìàìè ëþáûõ äâóõ æèòåëåé íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
ñòàðûìè äîìàìè. Äîêàæèòå, ÷òî Çíàéêà è Íåçíàéêà òåïåðü æèâóò íà òîì æå ðàññòîÿíèè,
÷òî è ðàíüøå.

8. Äàíû øåñòü ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ 100. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ � ïðîñòîå.

9. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû ABD è ACD ïðÿìûå, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêîâ ABM è CDM , ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AB
è CD.

10. Ó Âàñè åñòü 1007 ðóáëåé, è åùå 1000 ðóáëåé ëåæèò â Íàðîäíîì Àçèàòî-Åâðîïåéñêîì
Áàíêå. Ïî ïðàâèëàì áàíêà, Âàñÿ ìîæåò ñäåëàòü çà íåäåëþ îäíó èç òðåõ îïåðàöèé:
(1) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 20 ðóáëåé, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 2 ðóáëÿ;
(2) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 3 ðóáëÿ, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 30 ðóáëåé;
(3) â ïîíåäåëüíèê âçÿòü èç áàíêà 2000 ðóáëåé, à íà ñëåäóþùèé äåíü ïîëîæèòü òóäà 2002
ðóáëÿ.
Áàíê äåíåã â äîëã íå äàåò. Åñëè Âàñÿ íå ìîæåò çàâåðøèòü îïåðàöèþ, îí îáúÿâëÿåòñÿ áàíê-
ðîòîì. Ìîæåò ëè Âàñÿ ïîëîæèòü âñå ñâîè äåíüãè â áàíê?


